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カーネル/確率的識別モデル1	
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線形分類器からカーネルへ	

•  青と赤を線形モデル(超平面)で分離したい	
•  線形モデルでは限界がある	
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•  青と赤を超平面(線形モデル)で分離したい	
–  左はどんな直線でも線形分離できない	
–  非線形な変換を導入すると線形分離可能	 4	
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1次元多項式特徴量による回帰	

•  特徴量関数	
– 多項式特徴量	

•  多項式特徴量による線形回帰モデル	
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交互作用項を持つ多項式特徴量	

•  2次元2次多項式特徴量	

•  2次元3次多項式特徴量	

•  3次元2次多項式特徴量	

•  特徴量同士の積(交互作用項)が含まれることに
注意	
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その他の特徴量関数	

•  ガウスカーネル特徴量	

•  シグモイド関数 	

8	



特徴量の考え方	

データの空間	 特徴量空間	

次元は低いが非線形性が
あって扱いにくい	

次元は高いが線形性がある
(と期待され) 扱いやすい	

分析	
(回帰、	
分類など)	



特徴量次元の高さを実感する	

•  交互作用項を持つ多項式特徴量 	
•  2次元ベクトルの2次までの組み合わせ	

•  2次元ベクトルの3次までの組み合わせ	

•  D次元ベクトルM次多項式だと…?	
– 特徴量次元数が組合せ爆発	

•  そのような膨大な次元数は扱えない？	



多項式カーネル	

•  特徴量ベクトル	(2次元3次多項式)	

•  多項式カーネル	
– 3次多項式カーネル	
– M次多項式カーネル	

•  カーネルトリック	
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演習　多項式カーネル	
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カーネルトリック　(ガウシアンカーネル)	と
無限次元特徴量	

•  ガウシアンカーネル	

テイラー展開　　　　　　　　　より	

	
ここで、                                                                                                  
としている。	

無限次元の特徴量も、内積に限って言えば、有限の時間で計算できる	



カーネルをどう活用するか？	

•  カーネルを使えば、内積だけなら、非常に高
い次元(あるいは無限次元)特徴量も(有限の)
効率的な時間で扱える	
– 過学習が心配？→正則化すればよい	

•  もし望む計算が特徴量　　　を経由せず、カー
ネル　　　　　だけで達成できるなら、特徴量
次元数がどんなに高くても困らない!	

•  そんなことができるか…?		
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SVMカーネル版	

•  特徴量ベクトルによるSVM	

•  カーネルで表現したSVM	

15	

目的関数	

分類器	

目的関数	

分類器	

等
価

	

特徴量にアクセスせず、内積
(カーネル)だけで目的関数、
分類器を表現	



カーネルの考え方	

データの空間	 特徴量空間	

次元は低いが非線形性が
あって扱いにくい	

次元は高いが線形性がある
(と期待され) 扱いやすい	

再生核ヒルベルト空間	

内積の空間,	特徴量そのものには触らない	

分析(回帰、	
分類など)	

分析(回帰、	
分類など)	

内積だけで学習も予測も行う	
→特徴量空間を経由しない	
→高次元特徴量を使った学習も、
次元数Dに(ほとんど)依存しない
計算時間で実行できる	
*詳しく[発展]参照	



演習　様々なカーネル　	
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２つのアプローチ	

•  決定的識別モデル	
– 識別面         　を学習,																					→　 のラベルは		

•  確率的識別モデル	
– 条件付き確率              　を学習	
– 　　　　　　            　ならば      のラベルは　	
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確率的識別モデルの考え方	

•  決定的識別モデル	
– 最小マージンを最大にする識別平面(超平面)	
– SVM=ヒンジ損失+L2正則化	

•  確率的識別モデル	
– ラベル{0,1}を直接予測する代わりに,	分類結果=1で

ある確率                               				    を予測	

•  懸念:	連続値の予測なので回帰が使えるが…	
– 回帰                            は                       の値を

返す		
–          　は確率なので                           　に入って

いないと困る	
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注意：ラベルは(0,1)	

注意：ラベルは(-1,1)	



ロジスティックシグモイド関数	

•  関数形	

– 全実数を[0,1]に押し込む	
–  [-3,3]付近は感度が高い(線形関数に近い)	
– 絶対値が大きな値に対しては感度が低い	
– 神経細胞の挙動を模倣している側面がある	

•  性質	
1.  　	
2.  　	
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y=1/2に対して対称	

符号はどうなっている？	



ロジスティック回帰	

•  xのラベルがt=1である確率をxの
式でモデル化したい	

•  確率の線形回帰によるモデル化	
–  　	
–  確率の値が無限大に発散しうる	

•  確率pのロジット:		
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•  ロジスティック回帰：	
–  　　　　　　　　　　　　　　書く(簡単のため)	
–  確率の代わりにロジットを線形回帰でモデリング	

確率を実数値Rに写像	



演習　ロジスティックシグモイド関数	
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演習	
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モデルw3におけるロジット等高線	モデルw2におけるロジット等高線	

モデルw1におけるロジット等高線	

演習6.4	
サンプルの分布	



ロジスティック回帰の損失	

•  回帰の場合は損失として二乗誤差を考えた	

•  ロジスティック回帰は損失として何を考えるか?	

回帰	

損失	

分類	

損失	???	

正解ラベル	

予測	

正解ラベル	

予測	
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確率分布(ベルヌーイ分布)	

確率変数	パラメータ	

確率μで表(x=1)が出て，確率1-μで裏(x=0)が
出るコインを考える	
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•  分布Bはパラメータμでパラメトライズされている	
•  真のパラメータは神のみぞ知る(コインに固有の値)	
•  人間が観測できるのは、有限回のコインの出目	
•  コインの出目から、真のパラメータμを知るには？	



尤度と最尤推定	

•  尤度(likelihood)	
–  なんらかの前提条件に従って観測値が出現する場合に、逆

に観測値から前提条件が「何々であった」と推測する尤もら
しさ（もっともらしさ）を表す数値	

–  E.g.	前提：確率0.3で表が出るコイン、観測値：その出目	
•  尤度関数	
–  観測データ　　　　　　　　　 の前提条件(パラメータ)θでパラメ

トライズされた確率分布 に対する尤度	
•  最尤推定	
–  観測データに対して、最大の尤度関数値	

•  最尤推定量	
–  尤度を最大にするパラメータ	
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ベルヌーイ分布の場合	



最尤推定	

•  尤度関数を最大にする
パラメータ	

→最尤推定量	
　　最も尤もらしい推定量	
•  　　　が凸関数のとき　

　　　　　　　　　　　　　　	
	　       も凸関数	

•  尤度最大化よりも負の対
数尤度最小化のほうが
計算に便利なことが多い	

最尤推定量	

最尤推定量	
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ベルヌーイ分布の尤度	

ベルヌーイ分布の対数尤度	



演習 ベルヌーイ分布の尤度	
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ロジスティック回帰の損失の考え方	

•  例えば以下のような状況を考える：	

•  w1とw2,	どちらがよりよいモデルと言えるか？	
•  モデルをwでパラメトライズされたベルヌーイ分布、訓練デー

タ中のラベルを観測値とする	
•  尤度を最大にするwを尤も「良い」予測を与えるモデルと考え

る	
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(x1,	t1=1)	 (x2,	t2=0)	 (x3,	t3=0)	 (x4,	t4=1)	
モデル1による予測確率	
	 0.9	 0.1	 0.1	 0.9	
モデル2による予測確率	
	 0.8	 0.2	 0.2	 0.8	
実現値(訓練データのラベル)	 1	 0	 0	 1	



ロジスティック回帰の損失 		

•  損失関数(尤度最大化の枠組みで)	
– ロジスティック回帰が出力する予測	
– 実現値    　	
– ロジスティック回帰の予測をベルヌーイ分布とみな

した時の実現値(訓練データ)の尤度		

	
	
L(w)はロジスティック回帰                          　　　が

訓練データに対してどの程度尤もらしいかを評価	
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ロジスティック回帰の尤度関数	

予測が当たってるほうが尤度は確かに大きくなる	

(1に近い値)1	 (0に近い値)0	 1に近い値	

(0に近い値)1	 (1に近い値)0	 0に近い値	

(0に近い値)0	 (1に近い値)1	 1に近い値	

(1に近い値)0	 (0に近い値)1	 0に近い値	
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交差エントロピー誤差関数の最小
化	

•  尤度関数最大化の代わりに負の対数尤度関
数(交差エントロピー損失と呼ばれる)を最小化	

•  凸関数(証明は略)	
– 微分できれば最小化できる	
– でもシグモイド関数が挟まっているので解析的な

解法(微分をゼロにするwを求める）ことはできない	
– どうやって最小化する?	
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演習　ロジスティック回帰と対数尤
度	
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まとめ	

•  確率的識別モデルでは、データがクラス1に
属する確率をシグモイドロジスティック関数
P(C1|x)=σ(wTx)を用いてモデル化する	

•  誤差最小化の代わりに対数尤度最大化を行
う	
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